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Capitulo 1
INTRODUCCION

En el vasto terreno de las matemadticas, el Teorema de la Funcién Implicita se erige
como una joya conceptual que ha fascinado a los matemdticos desde su formulacién
inicial. Este teorema, fundamental en el andlisis matemadtico, despliega su poderosa
influencia en diversas ramas, proporcionando herramientas esenciales para comprender
fenémenos complejos y abriendo puertas a la resolucién de problemas aparentemente
intrincados.

El Teorema de la Funcién Implicita aborda situaciones en las cuales las ecuaciones
definen implicitamente una funcién. Esta clase de problemas surge de manera natural
en contextos tan diversos como la fisica, la economia y la ingenierfa, donde la relacién
entre variables puede no expresarse de manera explicita. La capacidad de entender y
manipular estas situaciones se vuelve crucial para modelar fenémenos del mundo real.

De manera mds formal, si consideramos por ejemplo una funcién f : R? — R
continuamente diferenciable, y dada la condicién f(z,y) = 0 podemos determinar una
funcién para lo cual la variable y se puede definir en términos de la variable x en una
vecindad alrededor de un punto (a,b) en el cual f(a,b) =0y %(a, b) # 0 y en donde
la funcién definida resulta ser también diferenciable. Del mismo modo, podemos hacer
depender a la variable x de la variable y con las condiciones andlogas determinadas
para .

Lo anterior es un caso particular de un resultado general, en donde podemos tomar
cualquier funcién f : R™™ — R™ continuamente diferenciable que cumpla con los
criterios establecidos en el teorema.

La demostracion de este teorema se basa fuertemente en el hecho de que las transfor-
maciones lineales continuamente diferenciables en la mayoria de los casos se comportan
localmente como sus derivadas.

Este teorema tiene su generalizacion en espacios de Banach en donde la completez
de los espacios vectoriales normados en donde estdn definidas las funciones nos dan

condiciones para aplicar una versién andloga a la que se tiene en los espacios euclidianos.
1



2 1. INTRODUCCION

Otro de los teoremas importantes dentro del andlisis matemético es el Teorema de
la Funcién Inversa, el cual se considera equivalente al Teorema de la Funcién Implicita.
En el presente trabajo probaremos el Teorema de la Funcién Implicita a partir del
Teorema de la Funcién Inversa en espacios euclidianos; y posteriormente probaremos el
Teorema de la Funciéon Inversa a partir del Teorema de la Funcién Implicita en espacios
de Banach. Como corolario se tiene el Teorema de los Multiplicadores de Lagrange en
el caso de dimensién finita el cual es muy usado dentro de las aplicaciones del cédlculo.

Hasta antes del siglo XIX las funciones implicitas principalmente eran usadas para
determinar el comportamiento de la solucién de una ecuacién y no se habia visto en
la necesidad de probar la existencia de estas. Se sabe que Isaac Newton fue uno de
los primeros en analizar y determinar el comportamiento de una funcién definida im-
plicitamente. Posteriormente en 1770 J. Lagrange probé un resultado conocido hoy en
dfa como el Teorema de Inversién de Lagrange, lo que para muchos es una primer ver-
sién del Teorema de la Funcién Implicita, y que en estos tiempos se considera un caso
particular de este para series de potencia.

Posteriormente Cauchy en su empeno por formalizar la matemética y tomando en
cuenta los resultados de Lagrange, escribié en sus memorias de Turin lo que se considera
como la primer versién rigurosa del Teorema de la Funcién Implicita.

Este trabajo pretende desarrollar el Teorema de la Funcién Implicita tanto en espa-
cios euclidianos como en espacios de Banach. La tesis estd estructurada en 5 capitulos,
cada uno abordando aspectos especificos del Teorema de la Funcién Implicita.

El primer capitulo presenta definiciones y resultados preliminares que usaremos
a lo largo del trabajo. Los capitulos subsiguientes se centran en la demostraciéon y
aplicacién del teorema, explorando sus conexiones con otros conceptos matematicos y
sus implicaciones précticas.

En resumen, esta investigacion se propone desentranar las complejidades del Teore-
ma de la Funcién Implicita, destacando su importancia en el panorama matemaético y
su impacto en la resolucién de problemas.

1.1. Preliminares

Este capitulo proporciona una sélida base tedrica que contextualiza y respalda la
investigacion realizada en esta tesis.

Se centra en establecer los conceptos clave, definiciones fundamentales y teoremas
relevantes que son esenciales para comprender el marco conceptual y metodolégico del
estudio. Estos elementos tedricos proporcionan la base matematica y légica necesaria
para abordar las preguntas del presente trabajo y validar los resultados.
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Definicién 1.1 Sea X un conjunto. Una funcion d : X x X — R, se llama métrica
o distancia sobre X, si cumple las siguientes condiciones:

(i) Para todo x,y € X se tiene que d(z,y) > 0; (Definida positiva)

(ii) d(xz,y) = 0 si y solo si v = y;

(11i) Para todo x,y € X se cumple que d(z,y) = d(y,z); (Simétrica)

(iv) Para todo x,y,z € X se satisface que d(x,z) < d(z,y) + d(y, z). (Desigualdad
del tridngulo)

Para x,y € X el nimero real d(x,y) se llama la distancia entre x y y. Al par
(X,d) se le dice espacio métrico.

Observemos que todo subconjunto Y de un espacio métrico X, es a su vez un espacio
métrico, con la misma funcién distancia.

Ejemplo 1.2 Como ejemplos importantes de espacios métricos, tenemos los espacios
euclidianos R¥, especialmente R* (la recta real) con las métricas usuales definidas como
stquen:

k
= Z(IZ - yi)27 donde x = (xb s 7xk) yy= (yla cee 7yk3)
=1

)
d(l‘,y) = ’Q? - y’: T,y € R.

([0,1],R) ={f:[0,1] = R : f es continua} y
d(f,g9) = sup{|f(z) — g(x)| : x € [0,1]}, entonces la funcion d es una métrica en
0

Definicién 1.3 Sean (X,d) un espacio métrico, xo € X yr > 0. Una bola abierta
con centro en xo y radio 1 es el conjunto B(xg,r) = {x € X : d(z,z9) <r}. A la bola
cerrada se le denota como B(xg,r) ={z € X : d(z,x¢) <r}.

Definicién 1.4 Sean (X,d) un espacio métrico y A C X. Diremos que A es un con-
junto abierto, si para cada x € A existe r > 0 tal que B(z,r) C A.

Definicién 1.5 Sean (X, d) un espacio métrico y F C X. Diremos que F es un con-
junto cerrado, si F'° es un conjunto abierto.



4 1. INTRODUCCION

Definicién 1.6 Sean (X, d) un espacio métrico y B C X. Definimos el interior de B
como int(B) = {x € B : existe r > 0 donde B(x,r) C B}.

No es dificil probar que un conjunto A C X es abierto si y sélo si int(A) = A.

Definicién 1.7 Sean (X, d) un espacio métrico y B C X. Definimos la cerradura de
B como B ={x € X : para todor >0, B(x,r)N B # 0}.

Es fécil probar que un conjunto B C X es cerrado si y sélo si B = B.

Proposicién 1.8 Sean (X, d) un espacio métrico y

xr € X. SiU es un abierto que con-
tiene a x, entonces existe un abiertoV tal quex € V CV C

U.[1, Propiedad 2.2, p.141].

Definicién 1.9 Sean (X, d) un espacio métrico y A C X. Decimos que x € X, es un
punto frontera de A si para todo conjunto abierto U de X se cumple que UNA # () y
U N A° # (). Al conjunto de puntos frontera de A le llamaremos la frontera de A y la
denotaremos por Fr(A).

Definicién 1.10 Un subconjunto S de un espacio métrico (X, d) estd acotado si existe
r > 0 tal que para todo r, t € S, se tiene que d(s,t) < r. En particular esto implica que
un subconjunto K de R" es acotado si existe un nimero real M > 0 tal que d(z,0) < M
para toda x € K, o de otra manera K C B(0, M).

Definicién 1.11 Un subconjunto K de R" es compacto si y solo si es cerrado y aco-
tado.

La definicién de compacidad suele ser mds abstracta, sin embargo debido a los
espacios usados en este trabajo podemos considerar lo anterior como definicién de com-
pacidad en R".

Definicién 1.12 Sean a; < by,as < by, a3 < bs,...,a, < b, nimeros reales. Definimos
n

un rectangulo cerrado de R" como el conjunto [] [a;,b;] y un rectdngulo abierto

J=1
n

como el conjunto [] (a;,b;).
j=1
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Definicién 1.13 Sean (X, dy), (Y,d2) espacios métricos, o € X y f : X — Y una
funcion. Diremos que f es continua en xq si para toda € > 0 existe 6 > 0 tal que
f(B(z0,0)) € B(f(x0),€); esto es, si di(x,x9) < & entonces do(f(z), f(z0)) < €. Se
dice que f es continua si es continua en cada v € X.

Teorema 1.14 Sean (X, dy), (Y,ds2) espacios métricos y f : X — Y una funcion. f
es continua st y sélo si para cada conjunto abierto U de Y, f~Y(U) es abierto en X.
[12, Teorema 4.8, p.93).

Definicién 1.15 Sean (X, dy), (Y,d2) espacios métricos, o € X y f : X — Y una
funcion. Diremos que f es uniformemente continua si para si para toda € > 0 existe
0 >0 tal que si dy(z,y) < 0 entonces do(f(x), f(y)) < €.

No es dificil ver que toda funcién uniformemente continua es continua.
Definicién 1.16 Sean (X,dy), (Y,ds) espacios métricos y f : X — Y una funcion.
Diremos que la funcion es de Lipschitz si existe ¢ > 0 tal que da(f(z), f(y)) < cdi(z,y)
para todo xr,y € X.

Notese que si una funcién f es de Lipschitz entonces es uniformemente continua y
por tanto es continua.
Definicién 1.17 Sea (X,d) un espacio métrico. Una funcion f : X — X se dice que
es contractiva de razon k, si 0< k < 1 yd(f(x), f(y)) < kd(x,y) para todo x,y € X.

Noétese que toda funcién contractiva es uniformemente continua.

Definicién 1.18 Dada una funcion g : (X,d) — (X,d), a cada punto x € X tal que
g(x) =z se le llama un punto fijo de g.

Teorema 1.19 (Weierstrass) Si f : K C R" — R es continua y K es compacto
entonces ezisten xg,y0 € K tales que f(yo) < f(z) < f(xg) para todo x € K.
[5, Teorema 3, p.168).
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De hecho, el teorema anterior puede escribirse para cuando el conjunto compacto
K estd contenido en espacios topoldgicos cualquiera.

Definicién 1.20 Sea (X, d) un espacio métrico. Una sucesion en X es una funcion
s: N — X. Denotaremos a s(n) = x, y a s = (p)nen. Diremos que la sucesion (z,)nen
converge a x € X, si para todo € > 0 existe N € N tal que d(z,,x) < € para toda
n>N.

En este caso x es inico y se le llama el limite de la sucesion (x,,),en y escribimos
lim z, = x 6 x,, — x, par decir que una sucesion converge a .

n—oo

La sucesion (z,)neny C X es llamada sucesion de Cauchy si para todo € > 0 existe
N € N tal que para todo n,m > N se tiene que d(z,,x,) < €, esto se conoce como la
Propiedad de Cauchy.

Un espacio métrico (X, d) se llama completo si cada sucesion de Cauchy (xy,)nen C
X converge a algin x € X.

Teorema 1.21 Sean (X, d;), (Y,ds) espacios métricos y f : X — Y una funcion. f es
continua en xy st y solo si para toda sucesion (x,)neny C X que converge a xg, se tiene
que la sucesion (f(xy,))nen converge a f(xo). [5, Teorema 2, p.152).

En la siguiente definicién se recuerda el concepto de espacio vectorial, que nos sirve
para construir a los espacios de Banach que se analizardn més adelante.

Definicién 1.22 Un espacio vectorial (o espacio lineal) sobre un campo F (R o C)
consiste de un conjunto V no vacio, en el que estdan definidas dos operaciones tales que:

1. Adicion: para cualquier par de elementos x y y en V existe un tnico elemento
r+yenV.

2. Multiplicacion por escalar: para cada elemento a en F y cada elemento x en V
existe un unico elemento ax en V.

De manera que se cumplen las siguientes condiciones:

(i) Para toda x,y en V, v +y =1y + x.

(ii) Para toda x,y,z en'V, (x +y)+z =2+ (y + 2).

(i1i) Existe un elemento en V' denotado por 0 tal que x + 0 = x para toda x en V.
(iv) Para cada elemento x en V', existe un elemento y en V tal que x +y = 0.
(v) Para cada elemento x en V, 1z = x.

(vi) Para cada par de elementos a,b en F y cada elemento x en V,

(ab)z = a(bx).
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(vii) Para cada elemento a en F y cada par de elementos z,y en V,
a(z +y) = ax + ay.
(viii) Para cada par de elementos a,b en F y cada elemento x en V,

(a+b)x = ax + bu.

Los elementos del campo F se llaman escalares y los elementos del espacio vectorial
V' se llaman vectores.

Para dar una estructura topoldgica a los espacios lineales, damos la siguiente defini-
cién.

Definicién 1.23 Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F (R ¢ C). Una funcion
-]l : V= R es llamada norma si cumple las siguientes condiciones:

(i) Parav € V, ||v|| > 0. (Definida positiva)

(i) ||v]| = 0 si y sdlo si v = 0.

(1ii) Parav € V, X € F, || || = |A|[|v].

(iv)Para v, w € V, ||lv+w| < ||v|| + ||w||. (Desigualdad del triangulo)

Un espacio vectorial V' con una norma ||-|| se llama espacio vectorial normado
el cual denotaremos por (V,|-]|)-

Notese que dada una norma en un espacio vectorial podemos definir una distancia
dada por d(u,v) = ||u — v||. Lo que hace a V' un espacio métrico.

Definicién 1.24 Sean V' ,W espacios vectoriales y F un campo. Una funcion f .V —
W es una transformacion lineal si para todou,v € V ya € F se tiene que f(u+v) =

f(u) + f(v) y flau) = af(u).

Teorema 1.25 Si: T : R® — R™ es una transformacion lineal, entonces existe i > 0
tal que | T(Z)|| < pl||(Z)|| para todo T € R™. [12, Teorema 2, p.225].

Esta condicién hace que T' sea una funcién continua en 0 y usando la linealidad se
puede ver que es continua en R".
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Definicién 1.26 Un espacio vectorial normado (V,|-]|) es llamado completo, o es-
pacto de Banach, si como espacio métrico es un espacio completo. Un subconjunto
A de un espacio de Banach es llamado cerrado si cada sucesion (v,)nen C A, tal que
lim v, = v implica v € A.

n—oo

Definicién 1.27 Sean (X, d) un espacio métrico y (x,,)nen una sucesion de X . Diremos
que la sucesion es acotada si existen M >0 yp € X tal que z,, € B(p, M) para toda
n € N.

Definicién 1.28 Sean V' un espacio de Banach y (ay)ren una sucesion en V. Entonces

la sucesion de sumas parciales s, = Zak es denotada por Zak y es llamada la serie
k=1 k=1
con términos ak Si la sucesion (Sp)nen converge a un elemento b € V', entonces decimos

que la serie Zak converge a b. Una serie Eak se dice que satisface la Propiedad de
k=1 k=1

Cauchy si la sucesion de sumas parciales (s,)nen Satisface la Propiedad de Cauchy.

Definicién 1.29 Se dice que la serie ) a, converge absolutamente si converge la
n=1

o0

serie Y ||ay||. Es decir, una serie se dice que converge absolutamente si la "suma"de
n=1

las normas de los términos de la serie es finita.

Teorema 1.30 Sea V' un espacio de Banach y (a,)nen una sucesion en V. Si Y ay
n=1
converge absolutamente, entonces converge.

Proposiciéon 1.31 Dado un espacio lineal normado X, los siguientes enunciados son
equivalentes: [13, Teorema 4, p.167

1. El espacio X es un espacio de Banach.
2. Toda serie con términos en X que es absolutamente convergente, es también
convergente.
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Proposicién 1.32 Sean X un espacio de Banach y (x;);en una sucesion en X. Si la
o0

serie Y x; converge absolutamente, entonces para cada reordenamiento de la sucesion,
Jj=1

también la serie obtenida converge absolutamente e incondicionalmente a un cierto

reX.

Demostracion: Como consecuencia de la Proposiciéon 1.31, tenemos que la serie
oo
> x; converge en X a un cierto x € X, por ser X un espacio de Banach.
j=1
Consideramos ahora un reordenamiento & — o(k) de N. Sea N,, € N el primer
n
nimero natural tal que todos los términos en la suma parcial ) x,) aparece en la
. k=1

suma parcial ) z;. De esta manera tenemos,
=1

n Np, o)
S o] < S llzsll <3l
k=1 Jj=1 Jj=1

Como toda sucesiéon de ntiimeros reales acotada y no decreciente converge, la serie

o0
Z%(k) converge absolutamente.
k=1

oo
Usando la Proposicién 1.31, resulta que la serie ) 2, converge en X, a un cierto
k=1
y e X.

Afirmamos que = = y.

Para la prueba, consideremos € > 0 y fijemos N = N. € N tal que

N 00
Yzj—af|<ey Y il <e
j=1

j=N+1
M
Ademids, seleccionemos una suma parcial ) z,x) tal que todos los términos
k=1
x1,To,...,TyN aparecen en ella.
En efecto, como o es una biyeccién, deben existir ny,no, ..., ny tal que o(n;) = j,
para 1 < j < N. Reordenando los valores n;, si es necesario, podemos suponer que
ny < ... < ny. Finalmente, agregamos a {o(n;),...,0(ny)}, si es necesario, todos los

valores intermedios, a fin de obtener {1,..., N} C {o(1),...,0(ny)}.
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Si elegimos M > ny, podemos asegurarnos que también ocurre

M
Z Tok) — Y
k=1

<e
Asi,
N N M
lo =yl < flo =3 s + Do = Y wow

(iif)

La eleccién de N implica que el término (i) es menor que €. En cuanto a (ii),

N M [e'e)
Sy wm| < Y rewl s X lwl<e
j=1 k=1 ciertos o(k)>N+1 j=N+1

Finalmente, por la manera en que hemos elegido M, (iii) es también menor que €.
De donde se desprende que 0 < ||z — y|| < 3¢, para todo € > 0. Conclufmos entonces
que z = y. Esto completa la prueba de la proposiciéon. m



Capitulo 2

TEOREMA DE LA FUNCION
INVERSA

En este capitulo, exploraremos uno de los conceptos fundamentales en el dmbito
del andlisis matematico, conocido como el Teorema de la Funcién Inversa, aplicado
especificamente a espacios euclidianos. Este teorema desempena un papel crucial al
proporcionar condiciones bajo las cuales una funcién puede ser invertida de manera
local.

Ademss, analizaremos las condiciones necesarias para que una funcién sea local-
mente invertible en un entorno dado, examinando la diferenciabilidad e invertibilidad
de la matriz jacobiana.

A lo largo de este capitulo, abordaremos casos especificos y ejemplos ilustrativos
para reforzar la comprensiéon del teorema.

Ademas, destacaremos conexiones relevantes con otro teorema, como lo es el Teore-
ma de la Funcién Implicita, que enunciaremos y demostraremos en capitulos posteriores.

Para ello, necesitamos de los siguientes resultados y definiciones bésicas del cédlculo.

Denotaremos al vector canénico (0,...,1;,...,0) € R™ por e,.

Definicién 2.1 Una matriz A € M,,«,, es invertible si existe otra matriz B € M, v,
tal que AB = BA = Id, donde Id es la matriz identidad.

Teorema 2.2 Una matriz A € My, es invertible si y sélo si det A # 0. Ademds
det A = det A*. (A" denota la matriz transpuesta de A). [4, Teorema 4, p.159

11
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Definicién 2.3 Sean f : U C R* — R", Ty € U y U un conjunto abierto de R",

donde [ = (f1,... fm). Seani € {1,...,m} y j € {1,...,n}la derivada parcial de
fi en Ty con respecto de la variable x; que denotaremos por gf_ (To), se define como

J
hfmfi(fo+h6j)—fi(fo)
h—0 h

s1 este existe.

Definicién 2.4 Sean f : U C R" — R™, 7y € U y U un conjunto abierto de R™.
Diremos que [ es diferenciable en Ty si existe una funcion lineal L : R — R™ tal

que lim Ilf(f)_f‘(;ﬂ)goﬁ@_fo)” = 0. En tal caso L = (g:f"_ (%o))i; es llamada la derivada
T—T0 J

de f en Ty que denotaremos por D f(To).

Se dice que una funcién es de clase C! si sus derivadas parciales de orden 1 existen
en cada punto del dominio y como funciones son continuas.

Definicién 2.5 Sean f : U C R" — R, Ty € U y U un conjunto abierto de R". El
gradiente de f en Ty se denota por V f(To) y se define como el vector

(af(fo) df (To) af(To))
Ooxry = Oxy =7 Ox,

Los siguientes enunciados del cdlculo de una variable determinan la existencia de la
funcién inversa y su derivada. Su demostracion se puede consultar en cualquier libro de
célculo avanzado.

1.Si f: I CR — R es continua e inyectiva (I es un intervalo), entonces la funcién
f~Y: f(I) — I existe y es continua.

2.8 f: 1 CR — R es inyectiva a € Int(I) y derivable en a, con f'(a) = 0
entonces f~!: f(I) — R no es derivable en f(a).

3.Si f: I — R esinyectiva a € Int(I) y derivable en a con f'(a) # 0, entonces
existe f~!: f(I) — R derivable en b = f(a). Ademds, (f~1)'(b) = f/(f}l(b)) = f,}a) =

(f'(a))~'. (Teorema de la Funcién Inversa en R).

..Se podra generalizar el resultado anterior cuando f : U C R" — R" es inyectiva
y derivable en un abierto de R™, con n > 1?7 La respuesta es afirmativa y estd dada por
el Teorema de la Funciéon Inversa, en el cual se muestran condiciones que aseguran la
existencia y diferenciabilidad de la funcién inversa de manera local, el cual se enuncia
a continuacién y se demostrard més adelante.
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Teorema 2.6 Teorema de la funcion inversa. (Véase Figura 2.1)
Sean f: U CR™ — R" de clase C', y U C R" abierto. Sia € U ydet Df(a) # 0

entonces existen V. W C R"™ abiertos tales que:
eV C U f (a) € W;

a

f(V)=

flv:V — W es biyectiva;
f1:W —V es de clase C';
P

)

1.
2.
3.
4-
5. Para today € W, Df~}(y) = (Df(f(y))) "

f

T

1

Figura 2.1: Teorema de la Funcién Inversa

Antes de demostrar el teorema analizaremos algunas funciones que ejemplifican la
existencia y derivabilidad de la funcién inversa en R".

Ejemplo 2.7 Sea f: R? — R? dada por: f(z,y) = (z +y,2 — y).

Notemos que f es lineal, por lo que podemos calcular la matriz asociada a la funcion
vista como transformacion lineal, que a su vez coincide con su derivada, la cual nos
queda como

My =Df(z,y) = ( 1 _11 )pam toda (z,y) € R2.
Como det (My) = —2 # 0 entonces My es invertible y el Teorema de la Funcion

Inversa garantiza, en este caso, que f es invertible en todo R2.
Para encontrar f=! podemos hacer lo siguiente:
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Como f(x,y) = (r+y,x—y) = (u,v) conu=z+y yv=u1x—y, despejamos a x y
y en términos de u,v de la siguiente forma:

T=u-—1y (2.1)
y=x—v (2.2)
Sustituyendo 2.2 en 2.1 tenemos que x = u — x + v, de donde 2x = u + v, asi
x = 22,
2
Ahora sustituimos 2.1 en 2.2 y tenemos que y = u — y — v, de donde 2y = u — v,
asty = “5*.
1 1
Por lo tanto f~*(u,v) = (“£*, %5%). Y ademds, D f~'(u,v) = < ?
2 2

(Si sabemos calcular la inversa de una matriz, el cdlculo es directo).

Ejemplo 2.8 Sea f: R* — R3 dada por f(z,y,2) = 2z +y,2 — 2,0 +y + 2).

2 10
Note que f es lineal y My = Df(z,y,z) = | —1 0 1
1 11
Observemos que,
01 -1 1 -1 0
det(M;) = 2‘1 1H 1 1‘+0‘ : 1‘

= 2(-1)=(-1-1)+0=-2—-(-2)
= 0 para todo (r,y,z) € R>.

Por lo tanto, el Teorema de la Funcion Inversa no garantiza que f sea invertible en
cualquier abierto que contenga al punto (x,y,z) € R3.

Ejemplo 2.9 Sea f : [0,00) x R — R? dada por f(r,0) = (rcosf,rsinf).(Véase
Figura 2.2)

Veamos que para esta funcion en particular, no se puede garantizar que sea invertible
en algun abierto de R?; ya que, en principio esta funcion no es inyectiva en todo R?.



15

— =

S (r,0) r

j ) ©

r

Figura 2.2: Cambio de coordenadas polares a cartesianas

Sea (ro,00) € R?, sewistird una vecindad U C R? tal que (ro,00) € U y fly sea
myectiva y por lo tanto invertible?
Para poder contestar esta prequnta consideremos dos casos:

I Sirg =0y 0, =0 entonces no existe dicha vecindad, ya que para todo U C R?
tal que (0,00) € U, existe § # 0y tal que (0,0) € U y £(0,00) =0 = f(0,0), es decir, la
funcion no es inyectiva.

II. Si (ro,00) = (1, %) entonces el abierto U = (0,00) x (0,27) nos funciona para
determinar la inyectividad de la funcion. (Véase Figura 2.3)

En general, sirq # 0, entonces para U = (0,00) X (g —m,00+m) yro > 0 se cumple
que flu es inyectiva.

) cosf —rsinf

Notemos ademdas que D f(r,0) = ( sinf 7 cosd )

De esta manera, det Df(r,0) = rcos?0 — (—rsin?0) = r(cos? 0 + sin?0) = r, de
donde det Df(r,0) = 0 si y sélo si v = 0; esto es, el Teorema de la Funcion Inversa
no me garantiza que la funcion sea invertible en abiertos que contengan a puntos de la
forma (0,0).

Ahora bien, si det Df(r,6) # 0 entonces el Teorema de la Funcidn Inversa me
garantiza que para cada punto de la forma (r,0), (r # 0), existen abiertos en donde la
funcion f es inyectiva.
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2n-
U

n/zi .(1,|-|/2)

Figura 2.3: Figura 2.3

A continuacién, para probar el Teorema de la Funcién Inversa, mostraremos una
serie de resultados previos.

Lema 2.10 Sean A C R™ un rectdngulo y f : A — R"™ de clase C'. Supongamos que
existe ;1 > 0 tal que para todo T € int(A) y para todo i,j € {1,...,n}, se cumple que
9L(@)| < . donde f = (fu.. 1), entonces, | /(%) - F@)]| < n*u |~ 7] para todo
Z,y € int(A); es decir, f es Lipschitz en int(A).

Demostracion: Sean T, § € int(A), T =

(X1, Zn), ¥ = (Y1,...,Yn). Definamos
los siguientes puntos en R™:

ﬂ =7 = (r1,29...,2y)
( 1,L2y...,T n)
(y17y27"'7 )

:y:<y17y27"'ayn>

Dicho de otra manera, para k € {1,...,n}, sea Uy = (y1, ..., Yk, Tht1, Tn)-

Como 7, 7 € int(A), el cual es un rectangulo abierto, entonces u, € int(A) para
todo k € {1,...,n}.
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Asi,

@)= f(@) = [ (@)= f @)+ f W)= - = f @)+ f (@) f (@) = Z(f(ﬂi)—f(ﬂi—l))

Ademds, Uy, — Up—1 = (Yr — T) - €k

Entonces por el Teorema del Valor Medio aplicado a las derivadas parciales se tiene
que para todo k € {1,...,n} y para cada i € {1,...,n}, existe Z;, € Ur_1u; (donde
Ur_1uy denota el segmento de recta que va de w1 a uy) tal que

fitug) — fi(Up—1) = (yo— k) - S—Z(Eik), por lo que
—~Jf;

fi(@) — fi(@) = D (Zir) (Ye — 1)
k=1
De donde
| dfi _
FORNCTIE 9 SCRIREY
k=1
< D pellE-7l =nplz -7l
k=1
Como

If@ — f@)] < Z| £:(@) — f(T)| tenemos que

=1
Por Io tanto, [|f(7) — f(@)]| < n2u [ — | para todo 7, 7 € int(4). m

Lema 2.11 Sea f: A CR" — R" de clase C*. Si existe a € int(A) condet Df(a) # 0,

entonces existe un abierto U tal que @ € U C int(A) y para todo T € U, se tiene que
det Df(Z) # 0.
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Demostracion: Sea f = (fi,..., fn). Como f es de clase C!, entonces cA—R

es continua, por lo que la funcién A : A — R dada por A(Z) = det Df(Z ) es contlnua
por ser un producto de funciones continuas.

Como R\ {0} es abierto y A(a@) # 0 entonces A(a) € R\ {0}. De la continuidad de
A\, existe un abierto U tal que @ € U C int(A) tal que A(U) C R\ {0}.

Asi, para toda T € U y A(T) # 0. Por lo tanto, para toda® € U, det Df(Z) #0. =

Lema 2.12 Sea f: ACR" - R". Sia € int(A) y
1d. Entonces existe un abierto U C R" tal quea € U

f(@) # f(a).

f es derivable en @, con Df(a) =
Cint(A) y para todo T € U\ {a},

Demostracion: Procedamos por contradiccién. Supongamos que no existe tal abier-
to. Entonces para todo k € N, existe 7, € B(a, )\ {@} N int(A) tal que f(z;) = f(a),
dicho de otra manera f(z) — f(a) = 0.

Como f es derivable en @y Df(a) = Id, entonces

lf(7) — f(@) — Df(@)(z —a)

0 = lim ——

7—a |z —a

o 1)~ f@ - Di@ @ -3
k=00 [z — ]

g l0— 1@ )
k—o00 ka — aH

= lmek H—hml—l
k~>oo||xk — CLH k—oo

De donde tendriamos que 0 = 1, lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, sf existe
un abierto U C int(A) tal que a € Uy f(Z) # f(a) paratodoZ € U. =

Teorema 2.13 (Caso particular del Teorema de la Funcion Inversa). Sean f : U C
R" — R"™ de clase C* y U un abierto. Sia € U, con f diferenciable en a y D f(a) = Id,
entonces existen abiertos V,W C R" tales que:
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JaeVCU

2. (V) =

3. fly:V — W es biyectiva;

4. f71:W — V es de clase C*;

5. Para today € W, D(f~1)(7) = (Df(f (@)

Demostracion: Procedamos primero a restringir nuestro dominio.

Sea O; C U un abierto tal que a € Oy, y f(T) # f(a) para toda T € Oy \ {a}, el
cual existe por el Lema 2.14.

Ahora por el Lema 2.13 existe un abierto Oy C Oy tal que @ € Og y det Df(Z) # 0
para toda T € Oy. Como f es de clase C?, entonces existe un abierto O3 C O, tal que

acOsy ’% (a) — g—g(f)) < # para toda T € Os.

Dado que R™ es un espacio métrico, existe un rectdangulo abierto O tal que a € O C
O C Os. (Véase Figura 2.4)

Figura 2.4: Restricciéon de dominio

De esta manera para toda = € O, se cumple que:
(a) f(7) # f(a) i T # T

(b) det D f(z) # 0;
(

©) |%(@) — 22(7)| < 5 para todo i, j € {1, ...},
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Definamos ahora una funcién g : O — R"™ dada por

9F) = F@) =T = (Hi(7) — 01, fo(@) — 33, fulT) — )

-~ -~ -~

91(T) 92(%) gn(T)

Note que
9g; Shm)—1sii=j  of
T)= Y ., = T)— 04
Jz; () { %(f) sii#j oz, () J
donde §;; = { 1 S11=J  esla delta de Kronecker.
0sii#]
1 0 - 0
o1 - 0
Por otro lado, como Df(a) =Id= | . | i
0 0 - 1

se tiene que

ofi
oz, (@) = 6,5, de donde

9gi _ of of af

As, i () — 2i(g)| < # para toda Z € O por (c).

Ox; Ox;

3_9(3)‘ -

i
Ox;

Por Lema 2.12:

19() —9@) <5 [IT—7I paratodoT,y €O (2.3)

De la desigualdad del tridngulo tenemos que si z,7y € O,

|
—
—~
g

|
—
—~
&

| -7
| f(m
|

IN
N | = — —
5|

I

<

o

=

=

[\

w
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Por lo que

1 1
hz=gl=lz-yl -5 lz-7l<ll /@) - f@) |

Por lo tanto,

17—y l<2| f(@) - f({y) || para toda T,y € O (2.4)

En particular, si 7,y € O, con T # § se tiene que
O<[z-gl<2|f@)—-f@I-

De donde se concluye || f(Z) — f(7) ||> 0.Por lo tanto f(T) # f(¥) esto prueba que
f es inyectiva en O.

Ahora bien, como R" es métrico y @ € O, existe un rectdngulo abierto y acotado R
tal que a € R C R C O. (Véase figura 2.5)

O

.|

Figura 2.5: Figura 2.5

Por otro lado, como OR es cerrado y acotado se tiene que OR es un conjunto com-
pacto de R, y ademds, @ € R = int(R) y f|g sigue siendo inyectiva.

De este modo si T € JR sucede que T # a, por lo que f(Z) # f(a). Por lo tanto,
f(@) ¢ f(OR).
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Por otra parte, como f es continua, f(OR) es compacto, en particular es cerrado,
asi existe d > 0 tal que B(f(a),d) C R"™\ f(OR).

Dicho de otra manera,

para todo T € OR, || f(a) — f(Z) ||> ¢ (2.5)
(Véase Figura 2.6)
f
oR f(aR)
:

Figura 2.6: Figura 2.6

Sea W = B(f(a), g) Notemos que si y € W y T € OR, entonces

6 < |f@) - f@l
< [If@) —wll+lly - f@l
5
< 5@ -7+
asi, 5 5
5 =0—5<If@ -7l
Entonces
5~ 7@l < § < I7(7) ~ 7l para toda 7 € W, 7 € OR (2.0

A continuacién probaremos que W es una de las vecindades buscadas.
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Afirmacién 1: Para toda § € W, existe una tnica T € R tal que f(T) =7

Prueba: Sea g € W fijo, 7 = (y1, ..., Yn)-
Sea G : R — R dada por G(7) = |7 - f(@)|* = X (v — fi(@))™.
i=1

Como G es continua y R es compacto, existe Ty € R tal que G(7y) < G(T) para
toda 7 € R.

Por 2.6, G(a) < G(T) para toda T € JR, esto nos dice que Ty ¢ OR, pues de lo
contrario G(a) < G(Tp) y Tp no es minimo. Asi Ty € R = int(R).

Como G es de clase C' y R es un abierto en donde ocurre que T es un minimo
local, se tiene que VG(Zy) = 0.

Asi, ST%(EO) =0 para toda j € {1,...,n}.

Dado que

oG . ofi _ :
a—mj(fo) = Z_: 2(y; — fi(To)) - —f(xo) para toda j € {1,...,n}, tenemos que

i1 an
- W Ofi _
= Z(yl — fi(@o)) - %(xo) para toda j € {1,...,n}.
i=1 j

Esto nos determina un sistema de n ecuaciones lineales homogéneo con incégnitas
(y; — fi(To)) para todo i € {1,...,n}:

(1 — fr (50))%(50) (Yn

. + o+ fa(@0)) gk (T0) =0
(1 — @) G2 @) + -+ + (vn

o )
. - fn(fo))g—gf;(fo) =0

(i~ AED @) + o+ (e — fulT0) 2 (T) =0

La matriz asociada a este sistema homogéneo de ecuaciones es (D f(Zy))"

y como det(D f(Tg))T = det(D f(To)) # 0, yaque Ty € O, por lo que la tinica solucién
al sistema es 0 = (0,0,...,0); es decir, (y; — fi(Zo)) = 0 para todo i € {1,...,n}. De
esta forma f;(ZTo) = y; para todo i € {1,...,n}. Asi f(Ty) =7.

Como Ty € Ry f es inyectiva en R, Ty es Unico.

Esto demuestra la Afirmacién 1.

Ahora, sea V = f|z'(W) = f~L{(W)NR. ( f~! representa aquf la imagen inversa no
la funcién inversa)
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Como W y R son abiertos y f es continua, entonces V' es abierto en R".

Ademds, como f|r es inyectiva y V' C R, entonces f|y es inyectiva.

Por la Afirmacién 1, para todo 7 € W, existe un tinico T € R tal que f(7) =y € W,
entonces T € RN f~H (W) =V.

Por lo tanto f|y : V — W es biyectiva. Por lo que la funcién inversa f~1 : W — V
existe.

Afirmacién 2: f~! es continua.

Prueba: Sean 7,,7, € W. Entonces existen 7,72 € V C O tal que f(Z;) = 7,
(1=1,2),
ast f~1(y,) =7 (1 = 1,2). De aqui,

1/~ @) = @) = 17 — 7l S 2 @) = f@)l =217 - 7|

por 2.4

De donde

171 @) = @) < 207, -5l (2.7)
Entonces f~! es Lipschiz y por tanto es continua.
Queda probada la Afirmacion 2.

Afirmacién 3: f~! es derivable.

Prueba: Sea 5, € W'y f~(7,) = To. Si p = Df(Ty), probaremos que Df~1(7,) =
1~ 1. Demostrando esto completamos la prueba.
Como T, € V, det u # 0, entonces existe p L.

P.D.
i @) = @) — 1 (G = Bo)

= 17 — Tl

=0.

Sea o(h) = f(To+h) — f(To) — pu(h), entonces ©(T —Zg) = f(T) — f(To) — u(T — To).
Como D f(Ty) = p, entonces

o @ =T _ (@)~ £(@) — p@ T _
a=w [T —Toll 7 17— Zol|
Por lo tanto,
lim M -0 (2.8)

e |
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Notemos que f(Z) — f(To) = (T —To) + p(T—Tp). Como !

es una transformacion
lineal, se tiene que

pH(f@) = f(@o) = o (u(
i (e

) = 1) - )+ U — )
De donde,

WG T0) = £ - @) = @) — @) (29)
Por 2.9 basta demostrar que:

Jtm ||u‘1(90(f‘1_(@)_— @I _ 0 (2.10)
v—To 17 — Tl

Notemos primero que como 1~ *

es una funcion lineal, entonces por el Teorema 1.25,
existe k > 0 tal que ||p*

@) < k7], para todo 7 € R™.

De esta manera, para probar 2.10 basta demostrar que:

o et @) = £ @)

v=To 17 = %oll

=0

Nétese que,

o < MU @ = @I _ lle @) = @)l 17 @) = f o)l

17— Tol| N ||@—@o|| @) = @)l
_ e @ = @I 1 @) = @)l
1f=2@) — f @)l 17 — yoH

IN

@ = I @D, _ et @ = @D
1@ - @)l 1w - ) P
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Dado que, f~! es continua, si ¥ — 7, entonces f1(y) — f~(¥,) de donde
tenemos que

g L2 =20 _ =70

=0 por 2.8
Y—Yo ||f ( ) 1( O)H T—Tg ||{]j — Q}OH

Por lo tanto, lim et~ @~ @o)) |
T—7o 770l

= 0, lo cual completa la demostracién de la

Afirmacién 3.
De modo que f~! es derivable y su derivada es la inversa de la derivada de f en .
|

Teorema 2.14 (Version General del Teorema de la Funcion Inversa) (Véase Figura
2.7). Sean U C R"™ un abierto y f : U C R" — R" de clase C*. Sia € U es tal que
det Df(a) # 0, entonces ezisten dos abiertos V,W C R™ tales que:

lv : V. — W es biyectiva;
LW =V es de clase C;

ara todo 7 € W, (Df)(@) = (DF(F1 @)

Demostracion: Sea A = Df(a). Como det A # 0, entonces existe A™* : R® — R™,
Como A\ ! es lineal, entonces A™* es de clase C*.

Definamos ¢ = A ' o f : U C R”, la cual es de clase C' por ser composicién de
funciones de clase C*.

Por la regla de la cadena tenemos que Dg(a) = DA™ (f(@))oDf(@) = A" o\ = Id.

De aqui, g cumple las hipétesis del caso particular del Teorema de la Funcién Inversa.

De esta manera, existen dos abiertos V, W C R™ tales que:

lLaeV CU,;

IL g(V) = W;

IL gly : V — W es biyectiva;

IV. g7 : W — V es de clase C;

V. Para todo 5 € W, (Dg™')(¥) = (Dg(g~*(7))) "



27

g

Figura 2.7: T. F. Inversa (Versién general)

Sea W = /\(W) = (A_l)_l(W). Como A" es continua y W es abierto en R,
entonces (A')"}(W) es un abierto en R", y asi W es abierto en R™.

Ademds f(@) = A\ (f(a@))) = M(g(a)) € )\(/V[v/) = W. Por lo tanto f(a) € W.

Entonces V' y W cumplen 1. .

Nétese que f(V) = XA (f(V))) = Mg(V)) = A(W) = W. Por lo tanto, se cumple
2, es decir, f|y : V — W es suprayectiva.

Por otra parte si 71,7, € V vy f(T1) = f(Ta), entonces g(71) = X '(f(71)) =
AN (f(T2) = g(T2).

Asi, g(71) = ¢g(T2) y como g|y es inyectiva, entonces T; = Ty. Por lo tanto, f|y es
inyectiva. De esta manera, f : V — W es biyectiva. Asi, se cumple 3. Lo que implica
que f~1: W — V existe.

Como g = A 1o f, entonces g = flo (A ) = f 1o\ deaqui, g to X! =
f—l o\o )\71 — f_l-

Por lo tanto, f~' =g oA y como ¢g~' y A~ son de clase C*, se cumple 4.

Falta probar que Df~!(y) = (Df(f~'(y)))"! para todo y € W.

Como Id = fo f~'y fy f~! son derivables, entonces para todo i € W tenemos
Id = DId(v) = D(f(f~(5))) o Df (7).

Por lo que Df~! es inversa derecha de D f(f~1(%)).

De esta manera, D(f(f'(y))) es suprayectiva y como es una funcién lineal de
R™ — R"™, entonces es biyectiva.

De esta forma, D(F(/' (@)™ = DU @)™ o DU(F @) o DI'(7) =
)

Por lo tanto Df~(y) = D(f(f~*(v)))™}; es decir, se cample 5. m

El siguiente ejemplo es otro caso donde se muestra que se cumplen las condiciones
del Teorema de la Funcién Inversa.
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Ejemplo 2.15 Sea F : [0,00) x R x R — R3 dada por: F(r,0,2) = (rcosf,rsinb, z).

cos —rsinf 0
Entonces DF(r,0,z) = | sinf cosf 0
0 0 1

Asidet DF(r,0,2) =rcos*0 +rsin®0 =r # 0 si y sélo sir #0
Por lo tanto, si r # 0 entonces F se puede invertir en una vecindad del punto
(r,0,2).



Capitulo 3

TEOREMA DE LA FUNCION
IMPLICITA

El Teorema de la Funcién Implicita se erige como un pilar fundamental en el estudio
de ecuaciones implicitas y sus soluciones en el ambito de los espacios euclidianos. Este
teorema, cuyos fundamentos se remontan a los trabajos pioneros de mateméticos como
Banach y Frechet, despliega su riqueza en la capacidad para identificar condiciones bajo
las cuales una ecuacién puede ser implicitamente definida por una funcién.

En este capitulo se abordara la naturaleza de las ecuaciones implicitas, las restric-
ciones impuestas sobre las funciones involucradas, y la garantia de existencia y unicidad
de soluciones locales. A lo largo de este, nos sumergiremos en la esencia de la diferen-
ciacién en espacios euclidianos, destacando la importancia de las derivadas parciales y
la matriz jacobiana.

Aqui se ve la conexién entre la topologia de espacios euclidianos y la existencia
de soluciones para ecuaciones que, a primera vista, podrian parecer intrincadas. Este
andlisis proporcionard una base sélida para la comprensién y aplicacién del Teorema.

Es de notar que el Teorema de la Funcién Implicita es un resultado estrictamente
local; geométricamente nos dice cuando una parte de S se puede ver como la gréfica de
una funcién g, o mds formalmente, nos dice como se comporta localmente una funcién
en una parte de S haciendo uso de su derivada, sin a veces siquiera conocer la regla de
correspondencia.

Para introducirnos al Teorema de la Funcién Implicita, veremos un ejemplo en
concreto; para ello, necesitamos primero de la siguiente definicién.

Definicién 3.1 Sea f: R" — R y c € R. El conjunto de nivel c de f es el conjunto
S={zeR": f(z)=c} = fc), es decir, es el conjunto de puntos en R™ en donde
f es constante.

29
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Ejemplo 3.2 Consideremos la ecuacion x? + y?> = 1. Notemos que el conjunto de
soluciones de esta ecuacion es el conjunto de mivel 1 de la funcion f(x,y) = 2% + 2.

Sabemos que los puntos {(z,y) € R*|2®2 +y?> = 1} = S forman una circunferencia,
la cual no es la grifica de ninguna funcion.

Si (0, Y0) es una solucion de la ecuacion > +y* = 1; es decir, (zo,yo) € S, podemos
hacernos la siguiente prequnta: ses posible despejar a yy en términos de xy?

De manera mdas formal, ses posible encontrar un intervalo abierto I tal que xo € I
yg: I — R conx®+ g(x)? =1 para todo x € I ?, es decir, ses posible escribir a la
variable y en funcion de x en un intervalo abierto alrededor de xq?

Notemos que si xo pertenece al intervalo abierto (—1,1), entonces hay dos funciones:
(Véase Figura 3.1)

1. g1(z) = /1 —22. Donde g, : (—1,1) — R;
2. go(x) = —v/1 —22. Donde g5 : (—1,1) — R.

g1(xo) |

\

g2(Xo)

Figura 3.1: Figura 3.1

St yg < 0 entones gy resuelve nuestro problema.
Si yg > 0 entones g resuelve nuestro problema.
Ademds, podemos observar que tanto g, como gs son funciones derivables.

Veamos primero un caso particular del Teorema de la Funciéon Implicita.

Teorema 3.3 (Caso particular del Teorema de la Funcion Implicita). (Véase Figura
3.2). Sean W CR" xR, y F: W — R una funcion de clase C'. Sea S = F71(0) =
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T,2) € R" xR : F(7,z) = 0}. Supongamos que @ € R™, b € R cumple que (a,b) =
{(z,2) : pong q ; ple que (a,
(ay,...,an,b) € S; es decir, F(a,b) = 0. Si %—5(6, b) # 0, entonces existen dos conjuntos
abiertos W* CR" y V C R tales que a € W*, b € V y una tnica funcion g : W* —V
que satisface:

1. F(Z,g9(%)) = 0 para todo T € W*;

2. g(a) =b;

3. g es de clase C';

OF (= =

—52; (@:9(2))

. 99 (=
es decir, 32(T) = 9L (7,9(z))

para toda i =1,...,n.

-

Figura 3.2: T. F. Implicita (Caso Particular)

Demostracion: Sea f:R"™ x R — R" x R dada por

f(@,2) = (%,F(i,z)) donde T = (z1,...,x,)

= (x1, 22 ,..., . ,F (T, 2)).

fl f2 fn fn+1:F

Notemos que para toda i € {1,...,n}, gj:? (T,2) =08i5 ¥ %{Z = 0. (0;; es la delta de
J

Kronecker)
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De esta manera,

Vi(Z, 2)
Vfg(f, Z)
Df(z,z) = :

VT, z)

VFE(z,z2)

g_ﬁ(% z) %(T, z) 9L(z,z)

g_ﬁ(f» z) %(f, 2) %(i, 2)

gg (T,2) g% (T,2) 2n(7,2)

@) e g@e) 5E)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0

g_:i(f’ z) g_a];(f7 z) 387};(57 2) %—Z(T, 2)

Ast, det D f(a,b) = £ (a,b) # 0.

Lo anterior nos da las condiciones para aplicar el Teorema de la Funcién Inversa a
la funcién f; esto es, existen dos abiertos Wy, V; C R” x R y la funcién f~1: W; — V)
tales que:

A. (@, b) e Vi;

B. f~! es de clase C*;

C. f(V) Wla

D. (Df @) = (DA @)

E. 2£(z, z) # 0 para todo (7, z) € Vi. (Esto se debe a la continuidad de las derivadas

parmal )

__ Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que existen dos abiertos UCR" y
V' C R tales que V) = U X V. De otra manera, deben existir dos abiertos UcC R™, VCR
tales que (@,b) € U x V C Vi, en donde se puede definir Vi = UxVyW = f(V’)

Nétese que, como f(Z,z) = (T, F(T,2)) y si (T,u) € Wi = f(V1) tenemos que T € U
y existe z € V tal que (7,u) = (7, F (7, 2)).



Ast, fY(T,u) = fHT, F(T,2)) = (T, 2) = (T, (T, u)) € U x V para alguna funcién
h:W; — V C R definida bajo el proceso anterior; es decir, u = F(Z, z) «— h(T,u) =
z, esto significa, que u estd determinada en funcién de z y viceversa. (Véase Figura 3.3)

f=IdxF

— >

f(x,2)=(x,u)
(x,2)

w

f-1=Idxh

Figura 3.3: Figura 3.3

Ademss como f~! es de clase C!, entonces h es de clase C*.

Sea m: R" x R — R la proyeccién 7 (7, z) = 2. Asi,

F(z,z) = (7ro f)(T,2); es decir, FF = wmo fy h(T,u) = 7o f~}T,u); esto es,
h=mof%

Observemos que como (a,b) € U x V y F(a,b) = 0, entonces f(a,b) = (@,0) € W;.

Ademds, para todo (Z,u) € Wy, h(Z,u) € V.

Ast F(Z,h(Z,u)) = (Fo f1)(T,u) = (ro f)(f~YZ,u)) = n(T,u) = u para todo
MRS (7 . _

De modo que si u = 0 entonces F(Z, h(Z,0)) = 0 para todo = € U.

De lo anterior, g cumple 1.

Por lo que existe W* C U un abierto en R" tal que @ € W* y W* x {0} C W;.
(Véase Figura 3.4)

Sea g : W* — V C R la funcién dada por ¢(Z) = h(Z,0), entonces g estd bien
definida y es de clase C'. De aqui que g cumple 3.

Como F(a,b) = 0, entonces f(a,b) = (@,0), y (a,b) = f~(a@,0) = (a,h(a,0)) =
(@ g(a)).

Por lo tanto, g(a) = b. Asi, g cumple 2.

Ahora verifiquemos que se cumple 4.
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Wi

f

V... (a/b) m /W* N

E K\_\i/_/
0

Figura 3.4: Figura 3.4

Definamos v : W* — R” x R una funcién dada por v(Z) = (z, g(%)) € W* x V. Sea
F=Fo~:W*— R, entonces F(T) = F(T, g(T)) = 0 para todo T € W*.
De esta forma, para todo 7 € W*,

0=VF(@) = DF(y(%)) - D¥(¥) = VF(1(Z)) - D¥(T).

Notemos que como ¥(Z) = (7, g(T)) = (x1, 22, ..., xn, g(T)), se tiene que
1 0 0
0 1 0
Dy(7) = :
0 0 1
7 (@) 52(@) o (7)
asi,
0 = VE®@)
0 0
oF oF oF ! ! !
= (SE0@). G, S @) P 1
e (T) 5% (@) ()
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entonces,

VI I G

Por lo tanto, se cumple 4. =

Para esta parte, si f : U C R" x R™ — R™ entonces, f = (fi,..., fm) y por cada
TeR"yyeR™,

Teorema 3.4 (Version general del Teorema de la Funcion Implicita).
Sean f: U CR" x R™ — R™ de clase Cl, (@,b) € U cona € R", b € R™ tales que
f(a,b)=0¢eR™.

%@l o D
f2 (= 7 f2 (7 %
L2(a,b) --- 2(a,b
Sea M la matriz: M = o ( ) . aym( ) = —ggigﬁg
Ofm (= T Ofm (= T
ayl( 7b) aym( 7b)

Si det M # 0, entonces existen dos abiertos A C R™, B C R™ y una unica funcion
g: A — B de clase C* tales que:

1.ae A, beB, AxBCU;
2. g(@a) = b;

3. g es de clase C*; (9= (91, 9m))

4. Para todo @ € A, f(T,9(T)) = 0;

5. Dg se puede obtener por derivacion implicita.

Demostracion: Sea F : U C R"xR™ — R" xR™ dada por: F(Z,7) = (7, f(T,7)) =
(l'la T2y, Tn, fl(fvy)7 f2(fv g)? R fm(f7g))

Notemos que F es de clase C* y
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10 00 0 10 0 0 0
0 1 00 0 01 0O 0 - 0
DF@® — | PP bbb o
(a,b) 00 --- 10 --- 0 00 1 0 0
— 7 a(f 7777 f’m) a(f """ fm)
Df(a, b) 8(x11 ..... Tn) 3(1/1 ..... Ym)
10 0 0 0
01 0 0 0
B 00 1 0 0
A(f1yesfrm)
8(x11 ..... ZTn) M

De esta manera, det DF'(a,b) = det M # 0.

Por el Teorema de la Funcién Inversa, existen dos abiertos V C U C R" x R™ y
W C R™ x R™ tales que Fl|y : V — W es biyectiva, F=! : W — V es de clase C' y
DF~1(z) = (DF(F~'(z)))"! para todo z € V.

Supongamos sin pérdida de generalidad que V' = Ax Bcon ACR" y B C R™
rectdngulos abiertos. Si no es asif, consideramos un rectdngulo abierto B C V' tal que
R = A x B, con dos rectangulos abiertos A C R” y B C R™. Tomemos W = F(R) =
(F‘l)_l(R), el cual también es abierto.

Llamemos H = F~1 : W — A x B. Como F(z,7) = (%, f(Z.7)) = (Z, ), entonces
H(z,u) = (z,k(z,u)) = (T,7) con k : W — B una funcién de clase C"*.

Sea m: R" x R™ — R™ la funcién dada por 7(Z,y) = 7,

entonces, o F(z,7) = n(Z, f(T,7)) = f(T,7),
ademds f(7,k(T,u)) = (fo H)(T,u) = (ro F)(H(Z,u)) = (o Fo F 1) (z,u) =

~(7,7) = 1.
Ast, f(7, k(z,0)) = 0 para todo T € A con (7,0) € W (3.1)

Como (a,0) = F(a@,b) € W y W es abierto, existe A C A abierto tal que A x {0} C
W. (Véase Figura 3.5)
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B (a,b)

Lé\b o]

Figura 3.5: Figura 3.5

k(z,0). Entonces g estd bien definida.
), por lo que (@, b) = F~(F(a,b)) =

Z
o
=+
o)
=
o
»n
Q
(oW
=
SN
»n
e}
[an
)
3
Ll
=
I
=
~
—~
sl
<!
I
g
Sl

H(a,0) = (a,k(a,0)) = (a,9(a)).
Por lo tanto b = g(a).

Ademds, por 3.1 tenemos que f(Z,¢(7)) = f(7, k(Z,0)) = 0. De lo anterior g es la
funcién buscada.

La unicidad de g se sigue del hecho de que F'y H son biyectivas, ya que si existe
otra funcién g : A — B cumpliendo que f(Z,¢(Z)) = 0 para todo T € A, entonces

F(z,g9(r)) = (z,f(7,¢9(7)) = (7,0)
BT, g() = (7 f(7,9(7)) = (7,0).

Como F' es biyectiva, entonces (7, ¢(T)) = (T, g(T)), de donde ¢(Z) = g(Z). Por lo
tanto g es unica.

Sélo resta calcular la derivada de la funcién g.

Notemos que como f(7, g(Z)) = 0 para todo T € A, se tiene que
7))

f(fag(f)) = (f1<f7g<§))7 f2(§7g('r> y e 7fm<f7g(f))) = <O7 O? ce 70)
Asi f;(%,g(T)) = 0 para todo ¢ € {1,...,m}.

Sea ¢, : A — R una funcién dada por ¢,;(Z) = fi(Z, g(T)). Como ¢, es constante es
diferenciable y entonces Vy,(Z) = 0 para todo x € A.
De esta manera, 0 = 22 (Z) para todo T € A, para todo i € {1,...,m}, y para todo

Ox;
je{l,...,n}.




38 3. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA

Sea v(T) = (T, g(T)), entonces p,(T) = fio v(T), asi V,(T) = V fi(Z, 9(T)) o D(T).
Notemos ademds que como g : A C R" — R™ estd dado por ¢(7) = (¢1(%), . . ., gm(T)),

entonces Y(Z) = (1, ...,Zn, g1(T), ..., gm(T)), de donde
1 0 0
6.1 0 1 0
Dy@) =| & |= 0 0 1 — M
T e 20 - pe
Vin S\ ) ey o e
Por otro lado,
ofi _ ofi — .. Ofi _ ofi _
VA9 = (G g @), G g . 9() )
Entonces,
0 = (0,0,...,0) = Vu(7) = V(7 9(7)) - D()
8 1 — — a o a P — 8 [y —
- <3j1< SO L g, S g<x>>,...,$<x,g<x>>> M
81_ 81__ 3 af; " of

Asi obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones:

(T, 9(@ ))+Z§§;( 9(@)) - 52(z) = 0

o0r1

S g(m) + L 57 g(7) - 291 (7) =

n

TMS
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o equivalentemente,

S (7.0() = Y5 Eol@) - 52 ). 32)

a.%k =

para toda i € {1,...,m} y para toda k € {1,...,n}

. 8g; (= — .
Entonces si queremos encontrar <% (%), . . ., %22 (%), debemos resolver el sistema for-
sz ’ ? a{Ek ’

mado por (Eix), -, (Emk):

L5 E @) @) =~ o) (Bw)
é%’;’;’ (.9(7)) - 2 (7) = —22(7,9(7)) (Eni)

Observemos que el determinante del sistema estd dado por el det %(f, 9(7)),

el cual es distinto de cero.

Por lo tanto, el sistema tiene solucién. m
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Capitulo 4

TEOREMA DE LA FUNCION
IMPLICITA EN ESPACIOS DE
BANACH

En la vastedad de la teorfa matemadtica, los espacios de Banach destacan como
estructuras fundamentales donde la convergencia y la completitud se entrelazan de
manera elegante. En este capitulo, exploramos el Teorema de la Funcién Implicita en el
contexto de estos espacios, desentranando las sutilezas y aplicaciones que surgen cuando
se abordan ecuaciones implicitas en este marco analitico.

El Teorema de la Funcién Implicita en Espacios de Banach representa un hito con-
ceptual que se erige sobre la obra de pensadores como Banach y Riesz. Nos sumer-
giremos en la topologia de Banach, examinando las condiciones bajo las cuales una
ecuacién puede ser implicitamente definida por una funcién en estos espacios completos
y normados.

A lo largo de este capitulo, destacaremos la importancia de las propiedades de con-
tinuidad y diferenciabilidad, esenciales para el desarrollo de este teorema en el contexto
de los espacios de Banach. Exploraremos las conexiones intrinsecas entre la linealidad
v la existencia de soluciones, asi como las implicaciones de la inversibilidad local de la
funcién en estudio. Este capitulo aspira a proporcionar una visién precisa de las condi-
ciones que permiten la aplicacién del Teorema de la Funcién Implicita en espacios de
Banach.

Explicitamente, de manera méds formal, si f : 2 C V x W — B es una funcién entre
espacios de Banach tal que si ¢ € B, (zg,y0) € €2 son de tal forma que f(xg,v0) = c,
podemos encontrar una funcién r — y = g(z) de manera local que satisfaga la ecuacién

[z, g9(x)) = ¢ (4.1)
41
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(Véase Figura 4.1)

F(x,y)=c

Figura 4.1: T. F. Implicita en espacios de Banach

Definicién 4.1 Sean V, W espacios normados con normas ||-||,, |||y respectivamente.
Un operador lineal L : V — W es llamado acotado si existe ¢ > 0 tal que

|L(z)|ly < cllz|l, para toda x € V (4.2)

Bajo la definicién anterior, es facil probar que se cumple el teorema siguiente.

Teorema 4.2 Un operador lineal entre espacios vectoriales normados es continuo pre-
cisamente cuando este es acotado. En particular, cada funcion lineal L : R" — R™ es
continua. |7, Teorema 7.18, p.81].

Definicién 4.3 Sean V' y W espacios vectoriales normados. Denotamos el conjunto
de funciones lineales continuas de V en W por B(V,W).

La funcién ||-|| : B(V,W) — R definida como ||L|| = sup {||L(z)||y : ||z]l,, = 1} es
una norma en B(V,W). Notemos primero que el supremo existe, debido al Teorema
4.2 por lo que este nimero estd bien determinado y ademds satisface las siguientes
condiciones:
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1. ||L|| > 0 para toda L € B(V,W).

2. ||L|| =0siysoélosi L =0.

3. ||aL|| = |a| ||L|| para todo « en el campo y para todo L € B(V, W).
4. ||[L+T| <||L|| + ||T|| para toda L, T € B(V,W).

Notémos que por linealidad, la norma se puede calcular con las siguientes equiva-
lencias:

20 = sup 26l < el < 13 = sop {1500 020

Teorema 4.4 Sean W un espacio de Banach y V' un espacio vectorial normado. En-
tonces B(V, W) es también un espacio de Banach, con la norma definida anteriormente.
[7, Teorema 7.21, p.89).

Teorema 4.5 Sea Ly : V — W wuna funcion lineal continua y biyectiva entre espa-
cios de Banach, con inversa continua Ly'. Si L € B(V,W) satisface que |L — Lo|| <

||Lg 1 Hfl entonces L es también biyectiva con inversa continua. [7, Teorema 7.22, p.83).

Demostracién: Para la prueba notemos primero que L = Lo(Id — Ly'(Lo — L)).
Probaremos que la inversa de L estd dada por

<Z<L01(Lo = L))i) Ly,

i=0
si podemos probar la convergencia de la serie. Para ello mostraremos que esta serie
satisface la propiedad de Cauchy.

Veamos que

n

> (Lg'(Lo— L))

i=m

< Dl (Lo = 1)

> (L Izo - LIy (4.3)

i=m

IN

Como ||Lg"||lLo — L|| < 1, entonces la serie geométrica dada en 4.3 es conver-
gente como serie de nimeros reales y satisface la propiedad de Cauchy, asi la serie



44 4. TEOREMA DE LA FUNCION IMPLICITA EN ESPACIOS DE BANACH

n
S (L' (Lo — L))" satisface la propiedad de Cauchy, y como el espacio es completo esta
i=m
converge a un operador lineal con norma finita.
Como se mostrara, este operador es el inverso del operador lineal L, y por el Teorema

4.2 se tiene su continuidad.

En efecto, sea A = (Z(Lal(LO — L))l) Lyt

1=0

Demostraremos que (A)(L) = Id. Notemos que
((Z(Lgl(Lo - LW) Lo_l) L = (Z(Lo_l(Lo - L))i) Lo_l) (Lo(Id — L' (Lo — L))

= (D (L5t - L))’) (Id— Ly (Lo — L))

=0

= (D (Lo'(Lo —L))Z’) -~ (Z(La%% - L))Z’) =1Id

=0 i=1

Por lo que A es la inversa de L. m

Teorema 4.6 (TEOREMA DEL PUNTO FIJO DE BANACH).
Sea A un subespacio cerrado de un espacio de Banach B y sea T : A — A una
funcion contractiva, es decir,

1Ty1 — Tyall < qllyr — v2ll
para todo y1,ys € A con q < 1 fijo. Entonces existe un tnico y € A tal que Ty = y.

Demostracion: Sea yy € A elegido arbitrariamente. Para probar que T tiene un
punto fijo, definamos inductivamente una sucesion (y, ),en de la siguiente manera: y,, =
Ty,_1 para cada n € N. Vamos a probar que esta sucesién converge y el punto de
convergencia serd de hecho el punto fijo buscado.

Podemos observar primero que

n n

Yn = Z(yk — Y1) + Yo = Z(Tk*lyl —T" y0) + o (4.4)
k=1 k=1
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Para probar que y, converge, basta probar que la serie > (T* 1y; — T*1yy) con-
k=1

oo
verge. Para ello, probaremos que la serie > (T% 1y, — T*1yy) converge absolutamente.
k=1
Notemos que como T’ es contractiva, se tiene

n n 1
oI = T ol <D v = woll < 7 llvn — woll (4.5)
k=1 k=1 L=q

Por lo anterior la sucesiéon de sumas parciales es creciente y acotada, por lo tanto la
o0 o0
serie »_ ||Tk*1y1 — Tk*1y0|| es convergente. Por lo que también la serie > (T% 1y, —
k=1 k=1
T* 1y) converge. De lo anterior, la sucesién (i, )nen converge a un elemento y y dado
que A es cerrado, y € A.
Debido a que T es contractiva, es continua, de donde se cumple que

y=limy, = 1lim Ty, 1 =T(limy, 1) =Ty
es decir, y es un punto fijo de T'.

Para probar la unicidad sean y1,ys dos soluciones de y = Ty entonces
lyr — vall = [|Ty1 — Tyo|| < qllya — 2|l y como ¢ < 1, tenemos que y; = yo. ®

Teorema 4.7 Sean B un espacio de Banach, By un subconjunto cerrado y acotado de
Byl'={T,: By — By:z € By y T, es contractiva} con0 < q < 1 fijo que no depende
de = tal que si o : A — T estd definida por o(x) = T,, y es continua, donde A es un
abierto en un espacio de Banach, entonces la funcion ¢ : By — T' dada por o(x) = y,
es continua (donde y, es el punto fijo de T, ).

Demostracion: Sean yy, € By elegido arbitrariamente y para cada z € A consid-
eremos el T, correspondiente. De la misma forma que en el Teorema del punto fijo,
podemos definir recursivamente una sucesién como sigue: y; = 1,y,—; para cadan € N
y para cada x € A. Prosiguiendo como en la primera parte de la demostracién del
Teorema del punto fijo, y dado que By es acotado, obtenemos que:

n n

e =Y W —via) v =D (TE 'yl — T yo) + wo
k=1 k=1
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bt s ke N ipa o, 1
S ONTE Y = T Mol <6yt — woll < 7= Wi — vl < y—k para alguna & > 0.
k=1 k=1

oo
Por lo que la serie Y- || 75 1y§ — TF 1yo|| converge tanto absoluta como uniforme-
k=1

o0

mente. Por lo que ) (T h=lye Tf‘lyo) converge a una funcién continua. De todo lo
k=1
anterior, podemos concluir que la asignaciéon ¢(x) = y, es continua. m

Definicién 4.8 Sean V', W espacios de Banach, 2 C V abierto, f : Q@ — W una
funcion y xg € 2. Decimos que la funcion f es diferenciable en xq si hay una funcion
lineal continua L :'V — W tal que

o 15@) = F(w0) = Liw = w0)]

=0 [ = ol

=0.

La funcion L es llamada la derivada de f en xo y la denotaremos por D f(z). Se
dice que f es diferenciable en ) si es diferenciable en cada xq € €.

Observemos que la continuidad de D f(xy) como funcién lineal no significa que la
asignacion donde a cada x € 2 le asociamos la funcién lineal D f(z) dependa continu-
amente de x.

Definicién 4.9 Sean V', W espacios de Banach, 2 C V abierto, f :  — W una
funcién diferenciable con derivada Df(x) para x € Q. La funcion f se dice que es
continuamente diferenciable en 2 si la funcion que asigna a cada x € ) el operador
Df(x) es continua.

Definicién 4.10 Sean Vi,...,V,,,W espacios de Banach y ) abierto en V = V; x

. X Viu. Para a = (ay,...,a,) € Q, se dice que una funcion f : Q — W es par-
cialmente diferenciable en a en la j—ésima variable (j € {1,...,m}), si la funcion
rj — flay,...,aj-1,0; + xj,a511,...,ay,) es diferenciable en x; = 0. La derivada

correspondiente se denota por D, f(a) y se llama la j— ésima derivada parcial de f en
a.
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Teorema 4.11 (Teorema de la Funcién Implicita para espacios de Banach).

Sean V1, Vo y W espacios de Banach, 2 C Vi x Vo un conjunto abierto, (xo, o) €
y F:Q — W una funcion continuamente diferenciable en €.

Si F(zo,y0) = ¢, con ¢ € W un vector costante y la funcion lineal (continua)
DyF(xg,y0) : V. — W es invertible, con inversa igualmente continua, entonces exis-
ten vecindades abiertas €2 de xg y o de yg tales que 2y X Qo C €, y una funcion
diferenciable g : Q1 — Qg tal que

Flr,g(x)) = cy (4.6)
Dg(z) = —(DyF(x,g9(x))) ' o DiF(z,g(z)) para toda x € (4.7)

Ademas, para cada x € Qq, g(z) es la dnica solucion de 4.7 en Qs.

Demostracion: Sin pérdida de generalidad tomemos ¢ = 0, pues de otro modo
definimos una nueva funcién F(x,y) = F(x,y)— ¢, de donde tenemos que F(xg,yo) = c.
Ademds, veamos que DyF'(x,y) y DoF (x,y) tienen el mismo comportamiento, por lo
cual basta con analizar el caso F'(z,y) = 0.

Tomemos Ly = Do F(z9,yo). Notemos primero que la ecuacién F(z,y) = 0 es equiv-
alente a y =y — Ly ' F(x,y).

Sea G(z,y) =y — Ly ' F(x,y), donde G estd definida por G : V; x Vo — W, una
funcién de igual forma continuamente diferenciable.

Ahora, por un lado tenemos que (L, Yo Ly = Id), y si y1, y» estdn en V5, tenemos
que

Glz,y1) = Go,y2) = y1— Ly Fla,y) —y2 — Lo ' F(x, 1)
= y1— 4~ Ly (Flz,y1) — Flo, )
= Id(y1 — y2) — Ly "(F(z,y1) — F(x,42))
= (Ly' o Lo)(y1 — vo) — Lo ' (Flw,y1) — F(a,y2))
= Ly ' (D2F (20, 90)) (91 — y2) — L (F(,31) — F(x,y2))

G(x,) — G(x,y2) = Lo (D2F(x0,40) (1 — y2) — (F(,51) — F(2,92)))-
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Vamos a demostrar que G es contractiva en la segunda variable.

Como L' es continua y V' y W son espacios normados, entonces es acotada en

una vecindad del punto (zg,yo); esto es, existen k£ > 0 y nimeros reales 6; > 0, n > 0
para los cuales se tiene que si ||z — zol| < 01, [|[y1 — voll < 1, |y2 — vo|| < 1 (ademds se
cumple que [|y; — y2|| < 2n), entonces

| Lo (D2F (0, y0) (Y1 — y2) — (F(z, 1) — F(z,12))) | (4.8)
< K ||DoF (20, 90) (Y1 — y2) — (F(2,31) — F2,2))| -

Por otra parte, como F' es diferenciable en (o, yo) se tiene
1
1D2F (20, y0) (31 — 2) = (F(z,91) = F@,g2)) | < 7k ly1 — e (4.9)

De 4.8 y 4.9 obtenemos que

GG, ) = Gl = (115 (DaF (o, o) o — ) = (o) = o)
< 1o -l (4.10)

Por lo tanto, de lo anterior GG es contractiva en la segunda variable.

Lo siguiente es probar que G(B)?(zo,%0)) € By?(wo, yo)-
Por la continuidad de G, existe un § > 0 para ||z — x¢|| < § tal que

1G(z,90) — G (o, yo)|| < g (4.11)

Si |ly — yol| < 1, usando el hecho de que G(z¢,yo) = Yo, tenemos

IGG) ol = 1G(ey) ~ Glao. o)
< GGz, y) = Gl w0)| + Gz, 0) — Glao, o)
< 1ly =l + 2
= 7 Y—Y% 9
g/

De 4.10y 4.11 se prueba que G(B)?(xo, 40)) € By? (o, yo) para cada x con ||z — x| <
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Por lo tanto G manda a la bola cerrada U (yo, n) sobre ella misma (y similarmente
también con la bola abierta B(yo,7n)).

De esta forma, podemos aplicar el Teorema del Punto Fijo de Banach a la funcién
y — G(z,y), y para cada x tal que ||z — 2| < J, existe por tanto un tnico y = y(x)
con |ly —wyol|l < nyy= G(x,y). De esta forma, F(x,y) = 0, y por el Teorema 4.7 y
depende continuamente de .

Sean los conjuntos Q1 :={z : ||z —xo|| <0}y Qe :={y: [ly — ol < n}y Q1 xQs C
2 sin restricciones. Denotaremos cada y con g(x), y de esta manera sélo queda demostrar
la diferenciabillidad de g.

Sean (z1,y1) € 1 x €, donde la norma en este espacio estd dada por |U + V|| =
WU+ IV, ¥y y1 = g(z1). Como F es continuamente diferenciable en (1, 1) tenemos
K = DyF(x1,11) y L = DyF(x1,y1), de donde por el Teorema de Taylor obtenemos
que

F(x,y) = K(z — 1) + L(y — y1) + ¢(z,y) para (z,y) € Q (4.12)

Con

@) =) [(@ — 21,y — 1))

Debido a que F es continuamente diferenciable, podemos elegir a ¢ y n tan pequenos
que nuestro operador L satisface las hipétesis del Teorema 4.5 y por lo tanto tenemos
una inversa L' continua.

Como F(x,g(x)) = 0 se mantiene para x € {2 se tiene que

0 = F(z,9(z)) = K(z — 1) + L(g(x) — y1) + ¢(x, g(x)) Aplicando L' tenemos
0 = LK (z—x1) + L(g(x) — 1) + o(z, g(x)))
= L7'K(z —a1) + L' L(g(x) — 1) + L p(x, g(x))
= L'K(z—x1) +g(z) — 1+ L p(x, g(z))
g(z) = —L'K(z—x1)+y1 — L o(z, g(x)) (4.14)

Notemos que por 4.13 existen p;, p, > 0 con la propiedad de
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|z — x| < pyy Ny —wnll < py

1
lo(z, )|l < s (lz — 21| + |y — w1ll)-
2(| L1

Asi, obtenemos que

1
[z, g(x))|| < m(ﬂx — a1l + llg(x) = g(z1)]]) (4.15)
Usando 4.14 y 4.15 resulta que

lg(@) =gl = |[-L7K(z —21) + 51 — L7 (x, 9(x)) — 1

— H— TK(r— 1) — L_190($79<x))H

IA

L7 K| [l = |l + || 27 o, g(2))

IA

|2l = aall + 5 e — ]l + 5 llg(a) — g
lg(z) = gz < 2[|[L7K | |z — 2]l + [lo — a4
lg(z) = gz < @[L7K[|+1) o — 2]
Por lo que tomando ¢ = 2||L71K|| + 1 tenemos que
lg(x) = g(z1)l| < ¢l =z
Definiendo ¢(x) = —L™!(p(x, g()) se sigue de 4.14 que
g(z) = —L7'K(z—m1)+y — L ¢z, g(x)

g(x) =y = —L7'K(z —a1) — L p(x, g(x))
9(z) —g(z1) = —L7'K(x — 1)+ ¥(2) (4.16)
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Y ahora sélo nos resta probar que

m Y@ g (4.17)

o [l — ]

Sea ¢ > 0. Primero notemos que || (z)|| < [[L7]|l¢(z, g(x))||, esto anterior por
definicién de ¢ (z). Por 4.13 tenemos que existe 6 > 0 tal que si ||z —z1]] < § ¥y
ly — y1]] < & entonces

le(@, g@) < ez —aall + lly —wll) = e [llz — 21l + [lg(z) — g(z1)]l]
< elllz =zl +cllz = z]

< ek|lx — x4
Por lo que
[o(z)|| < || L7 ek |z — 21| = eh ||z — x| donde h = k||L7"|
Esto implica que ¢ es diferenciable en x; con derivada
Dg(x1) = —L'K = —(D2F($1,yl)>_1D1F(fE17yl)

lo cual es equivalente a 4.7. m

Una consecuencia directa es el siguiente Teorema.

Teorema 4.12 (Teorema de la Funcion Inversa en espacios de Banach) Sean V- y W
espacios de Banach, §) un abierto en' V', f : Q@ — W una funcion continuamente difer-
enciable y yo € . Sea D f(yo) invertible y la inversa (D f(yo))™! igualmente continua.
Entonces existe una vecindad abierta ¥ C Q de yy que es mandada biyectivamente
bajo la funcion f en una vecindad abierta Q" de xo = f(yo), y la funcion inversa
g=f"1:Q" — Q es diferenciable con derivada

Dg(xo) = (Df(yo)) ™" (4.18)
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Demostracion: Consideremos que F(x,y) = f(y)—=z. Asumiremos que Dy F'(z9, yo) =
D f(yo) es invertible con inversa continua.

Por el Teorema de la Funcién Implicita existe una vecindad abierta " de xg, y
ademds una funcién diferenciable g =: Q" — V tal que ¢g(£2”) C Q5 para una vecindad
Q de yo. Por el hecho de que F(x,g(z)) = 0, entonces f(g(z)) = = para xz € Q" y
9(z0) = Yo.

Ahora, para la siguiente parte vamos a restringir f a ¢g(2”), sin hacer cambio de
notaciones.

Debido a que f(g(x)) = z, la funcién g es inyectiva en Q”; y por lo tanto g establece
una biyeccién de Q" sobre ¢(©2”). Ademds, g(Q") = f~1(2") es abierta, ya que f es
continua.

De esta manera, establecemos en consecuencia ' = ¢(Q2”). Asi, f manda ) biyec-
tivamente sobre 2.

Finalmente, 4.18 se sigue de 4.7 asi como de la relacién f(g(x)) = z, y de esta forma,
por la regla de la cadena tenemos que

Df(g(xo)) o Dg(xo) = Id



Capitulo 5

ALGUNAS APLICACIONES Y
CONSECUENCIAS DEL
TEOREMA DE LA FUNCION
IMPLICITA

5.1. Multiplicadores de Lagrange

El Teorema de los Multiplicadores de Lagrange es un concepto fundamental en el
campo de la optimizacién matemaética, desarrollado por el matematico italiano Joseph-
Louis Lagrange en el siglo XVIII. Este teorema proporciona un método eficaz para
encontrar maximos y minimos de funciones sujetas a restricciones.

La idea central del teorema es considerar una funcién objetivo (llamada funcién
objetivo o funcién a optimizar) sujeta a una o més restricciones. La clave para resolver
este tipo de problemas es introducir ciertos coeficientes llamados multiplicadores de
Lagrange, los cuales estdn asociados a las restricciones. Estos multiplicadores permiten
incorporar las restricciones en la funcién objetivo, creando una nueva funcién llamada
"funcién Lagrangiana'.

Matematicamente, si tenemos una funcién objetivo f(z1,...,z,) que queremos op-
timizar sujeta a restricciones de la forma g(xi,...,x,) = 0, entonces la funcién La-
grangiana asociada es:

L(zy,...,x0, A) = f(1,..cymn) + X - g(x, .. ).

Aqui, A denota el multiplicador de Lagrange. Para encontrar los puntos criticos de

la funcién Lagrangiana, se resuelven las derivadas parciales respecto a las variables z;
53
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v Ay se igualan a cero. Las soluciones de este sistema de ecuaciones nos proporcionan
los valores 6ptimos de las variables, considerando las restricciones dadas.

El Teorema de los Multiplicadores de Lagrange es esencial en diversos campos co-
mo la economfia, la fisica, la ingenierfa y la estadistica, donde la optimizacién con
restricciones es comuin. Proporciona una herramienta poderosa y elegante para abordar
problemas de optimizacién de manera sistemaética.

Teorema 5.1 (Multiplicadores de Lagrange) Sean gy,...,0m : U C R™ x RF — R
funciones de clase C' en U. Supongamos que S C U C R™ x R* estd dado por:

S = Aﬁgi_l({O}) = {(z,y) € R™ x R* : g;(w,y) = 0 para todo i € {1,...,m}}.

Sea (xg,yo) € S tal que {Vgi(xo,Y0),- -, Vgm(To,y0)} es linealmente independiente.

Si f:UCR"™ xR — R es de clase C' y f alcanza un minimo o mdzimo local
en (xg,yo) sobre S, entonces existen Ay, ...\, tales que:

V f(xo,%0) = MV agi(zo,y0) + - .. + A Vgm(zo, yo)-

Dicho de otra manera el gradiente V f(xo, yo) pertenece al espacio vectorial generado
por el conjunto {V g1(xo, o), - - » Vgm (0, %0) }-

Demostracion: Definamos G : U C R™ x R¥ — R™ dada de la forma G(x,y) =

(g1(:c,y), s 7QM<x7y))'
De esta manera,

Vai(z,y)
’ 01y s Ty Yty -+ -5 Yk) :
Vgm(z,y)
Por otro lado,
g—fﬁ(%,yo) 55; (2o, Yo) %(130790) %(%,yo)
DG(x0,y0) = : : : :
15) m 0, m 0, m 0 'm
a%l(fﬁmyo) e %m(%,yo) 3%1 (zo,90) - a‘qﬂ(ﬂﬁoj Yo)

Debido a que el conjunto {Vg;(zo,yo)}.~, es linealmente independiente, la matriz
DG (xo,10) tiene rango m; esto es rg(DG(xg,yo)) = m, de aqui existen m columnas
linealmente independientes.
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Ahora bien, sin pérdida de generalidad, supongamos que dichas columnas son las
primeras m, por lo cual %(mo, o) tiene determinante distinto de cero.

yeesdbm

Tenemos ahora condiciones para poder aplicar el Teorema de la Funcién Implicita

a la funcién G.

Por el Teorema de la Funcién Implicita existen A C R¥, B C R™ abiertos y una
funcién h : A — B tales que:

(i) h = (hq,...,hy,,) es de clase C;

(i) h(yo) = 7o;

(iii) G(h(y),y) = 0 para toda y € A, es decir, (h(y),y) € S para toda y € A.

Para seguir con la demostracién, definamos una funcién H : A C R¥ — R™ x R¥
dada por H(y) = (h(y),y), de esta forma H es también una funcién de clase C"*.

Notemos que por (iii), para toda y € A, tenemos que G(H(y)) = G(h(y),y) = 0,
asit H(y) € S.

Por otro lado, ¢;(H(y)) = 0 para toda i € {1,...,m}, por lo que g;jo H : A — R
es constante para toda i € {1,...,m}, y ademds tenemos que V(g; o H)(y) = 0 para
toda y € A.

De esta manera, por la regla de la cadena tenemos que

V(gio H)(y) = Vgi(H(y)) - DH(y) (5.1)

Como H(y) = (h(y),y) = (h1(y),-- -, hm(y),y1,-- ., Yx), entonces

o) o Gr)
Fey) o Gey)
_DH(y) = 1 oo 0
0 e 0
0 1
Ahora, sea w; = (g—]y“_(yo) e %};’ﬁ (y0),e;) € R™ x R¥, en otras palabras, la j-é¢sima

columna de DH (yp).

Notemos que el conjunto B = {wy, ..., wi} es linealmente independiente pues los
ultimos k renglones de DH (yg) son linealmente independientes. De esta forma, sea W
el subespacio vectorial de R™ x R* de dimensién k generado por el conjunto B.

De 5.1 tenemos que
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0 = V(g0 H)(yo) = Vgi(H(yo)) - DH(yo)
= (Vgi(H(yo)) - wr,...,Vgi(H(yo)) - wx) para toda i € {1,...,m}

Ast, Vg;(H(y)) - w; = 0 para toda ¢ € {1,...,m} y para toda j € {1,...,k}.
Como lo anterior podemos verlo como un producto interno, entonces tenemos que,
Vgi(H(yo)) L w;j paratoda i € {1,...,m} y para toda j € {1,...,k}.

Dado que H(yo) = (h(v0), %) = (%0, o), tenemos que Vg;(zo,y0) L w; para toda
ie{l,...,m} yparatodaj € {1,... k}.

De donde se obtiene que Vg;(zo,y0) € W+ para toda i € {1,...,m} (el conjunto
W+ representa el complemento ortogonal de W).

Ya que dim W = k, tenemos que dim W+ = (m + k) — k = m. Ademds, dado que
el conjunto {Vg;(zo,y0)};-, es linealmente independiente y se queda contenido en W+,
se tiene que el conjunto {Vg;(xo, yo)};, es base de W+.

Debido a que f tiene un extremo local en (xg,y9) = H(yo), obtenemos que f o H
tiene un extremo local en o, asi V(f o H)(y) = 0.

Lo anterior lo podemos escribir como

0= Vf(H(yo)) : DH(?/O) = Vf(mo,yo) : DH(ZJO) = (Vf(xmyo) cWy, .. ,Vf(xo,yo) ) wk)

De esta manera, V f (2o, y0)-w; = 0 paratoda j € {1,...,k}, porlo que V f(zo,y0) €
W+. Por lo tanto, existen A1, ...\, tales que

V f(wo,50) = > AiVg(wo, yo)

i=1

5.2. Bifurcacion

El concepto de punto de bifurcacién surge principalmente en el campo de la teoria
de sistemas dindmicos y la teorfa del caos. Se refiere a un momento critico en el cual
el comportamiento de un sistema cambia de manera significativa debido a pequenas
variaciones en los pardmetros del sistema.
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Matematicaménte, podemos escribir lo siguiente: Sean X, Y espacios de Banach con
x € X y A eY.El concepto de punto de bifurcacién surge con el estudio de la ecuacién

F(z,\) =0 (5.2)

La Teorfa de Bifurcacién estudia los cambios que ocurren en el conjunto de soluciones
de 5.2 ante la variacién del pardmetro \.

En un punto de bifurcacién, un sistema dindmico puede pasar de un estado de equi-
librio estable a otro, o puede experimentar cambios cualitativos en su comportamiento,
como la aparicién de oscilaciones periédicas o el caos. Estos cambios pueden ocurrir
gradualmente a medida que los pardmetros del sistema se ajustan, pero en un pun-
to de bifurcacioén, incluso pequenas variaciones pueden tener efectos draméticos en el
comportamiento futuro del sistema.

El concepto de punto de bifurcacién es fundamental en la comprensiéon de fené-
menos complejos en una amplia gama de disciplinas, incluyendo la fisica, la biologfa, la
economia y la ecologia, entre otras. Ayuda a explicar cémo pequenos cambios pueden
desencadenar grandes transformaciones en sistemas dindmicos, lo que tiene implica-
ciones importantes para la prediccién y el control de estos sistemas en la préctica.

Definicién 5.2 (Punto de bifurcacion) Sean X, Y espacios de Banach y sea A un
espacio topoldgico. Supongamos que F': X x A — Y es una funcion continua. Para
A€ A seaSy={reX:F(x,\) =0} el conjunto solucion de la ecuacion F(x,\) =0,
donde X\ es el pardmetro. Supongamos que 0 € Sy, para todo A € A. Entonces (0, o)
es un punto de bifurcacion, si para cada vecindad U de (0,\g) existe (x,\) € U con
r €S, — {O}

De la definicién anterior tenemos que (0, \) es un punto de bifurcacion si y sélo si
existe una sucesiéon {(x,, \,)} tal que F(z,,\,) = 0, cuando z,, — 0, A\, — Ao.

Ejemplo 5.3 Sea F': R x R — R dada por F(x,\) = x — Az + 23, entonces (0, )\) es
solucion de F(x,\) = 0 para todo A € R.

Si (x,\) es solucion, para v # 0 entonces x° = X — 1.

Luego, para A < 1 no existen mas que soluciones triviales. Para A > 1 el conjunto
solucion tiene como punto limite a (0,1). Ast, (0,1) es punto de bifurcacion y ademds

F,(0,1) = 0.
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Ejemplo 5.4 Sean F : R x R — R, definida por F(x,)\) = v — A\x?. Si F(x,\) =0,
entonces para todo X € R, el punto (0,\) no es un punto de bifurcacion.
Puesto que el conjunto solucion es x— M x? = 0, que son las dos ramas de la hipérbola
1

r = 5 enla cual (0,)\) no es un punto limite. Nétese que F,(0,\) = 1.

La relacién entre el Teorema de la Funcién Implicita y los puntos de bifurcacién rad-
ica en el andlisis de las soluciones de las ecuaciones diferenciales que modelan sistemas
dindmicos. En muchos casos, las soluciones de estas ecuaciones no pueden expresarse
explicitamente en términos de funciones elementales, lo que hace dificil entender cémo
cambian las soluciones con respecto a los pardmetros del sistema. Sin embargo, medi-
ante el Teorema de la Funcién Implicita, podemos analizar la existencia y continuidad
de soluciones alrededor de los puntos criticos, lo que nos permite identificar puntos de
bifurcacién donde se producen cambios cualitativos en el comportamiento del sistema.

En resumen, el Teorema de la Funcién Implicita proporciona una herramienta matemaéti-
ca importante para analizar la continuidad y la diferenciabilidad de las soluciones de
ecuaciones que modelan sistemas dindmicos, lo que a su vez nos ayuda a identificar y
comprender puntos de bifurcacién en estos sistemas.

A continuacién mencionaremos de manera general algunas aplicaciones especificas:

1. Geometria y Curvas Implicitas: El teorema se utiliza para estudiar curvas im-
plicitas en el plano o en el espacio. Puede ayudar a determinar propiedades geométricas
de curvas descritas por ecuaciones implicitas.

2. Ecuaciones Paramétricas: En algunos casos, las ecuaciones paramétricas pueden
convertirse en ecuaciones implicitas mediante el Teorema de la Funcién Implicita, sim-
plificando el analisis de las propiedades de la curva.

3. Problemas de Existencia y Unicidad: En an4lisis y ecuaciones diferenciales,
el teorema se utiliza para probar la existencia y unicidad de soluciones para ecuaciones
que no se pueden resolver explicitamente.

4. Optimizacién y Restricciones: En problemas de optimizacién con restric-
ciones, las ecuaciones de restricciéon pueden estar implicitas. El Teorema de la Funcién
Implicita ayuda a entender las condiciones bajo las cuales se pueden resolver implicita-
mente estas ecuaciones para ciertas variables.

5. Economia y Teoria de Juegos: En modelos econémicos y de teorfa de juegos, el
teorema se utiliza para analizar relaciones entre variables que pueden estar relacionadas
de manera no explicita.

Ejemplo 5.5 (Se suele tener un modelo que relaciona los valores de dos variables).
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El nimero (E) de ingenieros de sofware que buscan trabajo y el salario minimo
(S) ofrecidos estin relacionados. Cuando el sector estd en auge, las empresas necesitan
desarrolladores y pagan mds para atraerlos. Cuando las escuelas gradian mds ingenieros
de los que necesita la industria, los salarios iniciales son mdas bajos.

Un economista podria hacer dos tipos de prequntas:

1. ;Como puede un aumento de E afectar a S?

2. ;Como puede un aumento de S afectar a E?

Se puede responder a estas prequntas utilizando una gréfica con E en un eje y S
en el otro. Tendriamos una féormula que modele a S como una funcion f(FE), entonces
la derivada de f respecto a E da solucion a la pregunta nimero 1. Para la pregunta
nimero 2, necesitariamos la derivada implicita de E con respecto de S.

Ejemplo 5.6 Planteamos un modelo macroeconémico estandar formado por las sigu-
ientes dos ecuaciones:

Y =C+1;C=f)

Donde Y define a la renta de un pais como la suma entre el consumo privado C
(compras de bienes y servicios en los hogares)y la inversion de las empresas I. Asi
mismo, se establece en este modelo que el consumo de los hogares C depende de la renta
de la que desponen estos lugares (V).

Este modelo también nos permite definir la propension marginal a consumir, que se
define como el incremento que se produce en el consumo cuando se incrementa la renta
en una unidad. En este modelo la propension marginal al consumo esta definida por
Df(Y).

Supongamos que C' = f(Y) = 95,05+ 0,712Y".

Es de interés economico preguntarnos ;cudnto aumenta la renta de un pais cuando
se incrementa la inversion de las empresas?. Para responder a esta pregunta, podemos
hacer lo siguiente:

Escribiendo Y en términos de I, tenemos Y = 95,05 4+ 0,712 + 1.

Despejando Y llegariamos a

Y —0,712Y = 9505+ 1T
(1-0,712)Y = 9505+
95,05 + I
1-0,712
3,471 + 330,03

Yy =

12
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Por otro lado, hay una manera mds facil de contestar esta pregunta, y es aqui en
donde entra la derivacion implicita.

Teniendo en cuenta nuestro modelo macroeconémico estindar anterior, podemos
escribir la siguiente funcion que depende de la renta y de la inversion:

FOY,I)=(1-0,712)Y — 95,05 — I =0

Y ahora podemos utilizar el Teorema de la Funcion Implicita, de tal forma que

v _ D (FD gy
dI (Y, I) 1-0712 7
Por lo tanto, la respuesta a nuestra pregunta es que la renta de un pais aumenta en
un = 3,47.

6. Estudio de Superficies y Variedades: En el contexto de la geometria diferen-
cial, el Teorema de la Funcién Implicita se aplica al estudio de superficies y variedades,
ayudando a entender la relacién entre coordenadas locales y globales.

7. Ecuaciones No Lineales en Fisica: En la modelizacién matemética de fens-
menos fisicos, especialmente en sistemas no lineales, el teorema se utiliza para analizar
la existencia y unicidad de soluciones de ecuaciones que pueden no tener soluciones
explicitas.
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